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線性識別分析 

 

線性識別分析（linear discriminant analysis，簡稱 LDA）的主要概念乃是

希望能找出最適合的投影方向，使得一群已經事先分類完成的資料點在投影到低維

度空間後，屬於同一類別的資料點能盡量集中，而不同類別之間的資料點能盡量分

開。 

假設我們共有 n 個資料點，每一點的維度都是m ，這些資料點可以使用集合表

示成 },,, 21 maa{a  ，或者使用一個 nm 的矩陣 A表示成： 
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這些資料點的平均值可以寫成 

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aμ 。假設這 m筆資料分別屬於 c種類別，則

資料矩陣 A亦可表示成： 

 ck1 AAAA   

其中， kA  表示第 k個類別的資料矩陣， ck ,,2,1  。假設第 k類資料的資料個數

為 km  個，那麼我們便可以得到下列兩式： 
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首先我們將這些資料平移到零點，並計算出這些資料點在單位向量 d的投影平方

和，如下： 
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 2 

  

    

  

  

Tdd

dμaμad

dμaμad

dμaμad

dμa

T

n

i

T

ii

T

n

i

T

ii

T

n

i

T

ii

T

n

i

T

iprojectionsquaredtotal



































1

1

1

1

2

 

在上式中，我們可用 TddT 來表示將資料點投影在單位向量 d方向的投影平方和，

因此T 稱為全部資料點的散佈矩陣（total scatter matrix），可表示如下： 
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此散佈矩陣滿足下列恆等式： 

WBT   
其中 B表示「類別間散佈矩陣」（between-class scatter matrix），代表若將每

個類別的資料視為一個單獨的資料點（由此類別的平均向量來代表）所的到的散佈

矩陣。而 W表示「類別內散佈矩陣」（within-class scatter matrix），代表若

將每個類別的資料視為一個獨立資料集合所得到的散佈矩陣。欲證明上述恆等式，

我們可將 B以及 W的定義化簡如下： 
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由此可看出上述恆等式是一定成立的。 
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根據上述恆等式，我們可以將投影量的平方和拆成分成兩部分： 

WddBddTdd TTT   
由直觀的角度來看，線性識別分析的目的，乃是希望找到某個單位投影向量 d，以

便在投影後，盡量增大類別間投影量平方和 BddT ，並盡量縮小類別內投影量平方

和 WddT ，換句話說，亦即希望資料在投影後，隸屬於同一類別的資料點能盡量集

中，而類別與類別之間能盡量散開。 

 

雖然我們已經可以將投影量的平方和拆成兩部分，也知道選取投影向量 d的

「大概」標準，但是在實作上，我們還是要定義一個目標函數，經由對此目標函數

的最佳化，來求取最佳的投影向量 d 。最直覺的目標函數可以定義如下：  
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根據上面的條件，我們可以把識別分析的步驟歸納成下面三點： 

 

1. 尋找能得到最大 J 值的單位向量 1d 。 

2. 在符合 0Wdd 12

T 的條件下，尋找能得到最大 J 的單位向量 2d 。 

3. 在符合 0Wdd i

T

k 的條件下，尋找能得到最大 J 的單位向量 kd ，其中

ki 1 。 

 

我們將  id 稱之為最能識別（ discriminant ）該組資料的識別向量

（discriminant vectors）。值得一提的是， id 在這裡並未限定是必須兩兩互相

垂直的向量集合，然而這樣的彈性卻使我們不易找出適當的目標函數（object 

function）來執行上述演算法。因此 Duchene 及 Leclercq 在 1988 年提出了新的

觀點，他們根據上述演算法在第三步驟加入新的條件： 0dd i

T

k 且 1Wdd k

T

k ，並透

過實驗說明新的演算法優於傳統的識別分析方法 [8]，茲說明如下。 

 

假設目前我們希望尋找第 k 個識別向量 kd ，根據  Duchene 及 Leclercq 演算

法中新增的條件，我們可以把識別分析的目標從「將 J 最大化」 簡化成「將

k

T

k Bdd 最大化」，並且滿足 0dd i

T

k 且 1Wdd k

T

k 。根據上述最佳化的目標函數以及

相關的限制條件，我們可以藉由 Lagrange multiplier 定義出新的目標函數如下

（為簡化數學符號起見，我們使用 d來取代 kd ）： 
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其中，  Tk 121 ,,,    ，而D包含 k-1 行，每一直行均由 id 組成： 
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為了求 )(dJ 的極值，我們計算 )(dJ 的梯度（gradient）如下： 
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若要消去，我們可將方程式（ 2-A-1-2-7 ）乘上 -1TWD ，便可以得到： 
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（上式的簡化用到了原問題的限制條件 0dD T 。） 

將方程式（7-2-1-A-3）代入（7-2-1-A-2）中，我們可以得到： 

  WdBdBdWDDWDD 222 111  TT  

 

再將上式乘上 -1.5W0 ，我們便可以得到： 
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由方程式（7-2-1-A-4），我們可以得出結論，第 k 個識別向量 d即為矩陣

   BWDDWDDWQ 1111  TTI 最大特徵值所對應到的特徵向量。（為什麼？請想想

看！）另外要注意的是，在計算 1d 時，D是一個空矩陣，因此當 1k 時，

BWQ 1 。 


